
   

The Nuclear ManyBody Problem
Lecture 4

Coupled Cluster theory and its application to 
medium sized nuclei. 



   

Extending the AbInitio program beyond the 
lightest nuclei.

● Need a theory which scales softly with system 
size and can be systematically improved. 

● Need a theory which scales correctly with 
system size. Size Extensivity ensures that the 
energy scales linearly with number of particles.

● Coupled Cluster theory a promising candidate.



   

Quantum manybody theory a historical perspective.

● BE ~ A
● Series converges for all A
● NO unlinked diagrams  in energy evaluation
● Fast convergence in cluster rank
● Precursor to Coupled Cluster theory

Size Extensive Theories: FCI (NCSM), 
Manybody Perturbation theory, 
CoupledCluster theory
Size Inextensive Theories: 
Particlehole truncated CI (shellmodel)
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Historical Perspective 

• Kummel, Luhrmann, Zabolitsky, Phys. Reps. 36, 1 (1978)
• Bishop, Flynn, Buendia, Guardiola, PRC42, 1341 (1990)
• Mihala & Heisenberg, PRL84, 1403 (2000)

First papers explicitly 
describing CoupledCluster theory
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CoupledCluster theory

● CoupledCluster theory is fully microscopic
● CoupledCluster theory is size extensive. NO unlinked 

diagrams enters, and energy scales linearly with 
number of particles. 

● Low computational cost 
● Capable of systematic improvements
● Amenable to parallel computing

Computational Chemistry: 100's of publications
in any year ( Science Citation Index ) for 

applications and developments.



   

Coupled Cluster theory. 



   

CoupledCluster in pictures



   

The normal ordered Hamiltonian 

Wicks theorem:  Onebody term: 

Twobody term:

The normal ordered Hamiltonian is :

where 



   

The CoupledCluster energy expression

The Baker Hausdorff commutator relation:

The CoupledCluster energy expression: Diagramatic representation:



   

The Coupled Cluster energy expression



   

How do we calculate the CoupledCluster the particle
hole excitation amplitudes ? 

Two ways to solve the problem:

1. Apply wicks theorem and do all possible contractions > 
very tedious and prone to error ! 

2. Use diagrammatic rules and derive all possible diagrams
and convert into algebraic expressions. Intuitive and simple! 



   

Example: the t1 equation

Algebraic expressions for the t1 amplitude equation:



   

Why is CoupledCluster so accurate when compared to 
CI and or shell model calculations ? 



   

Size (Extensivity) matters ! 

[Duch and Diercksen, J. Chem. Phys. 101 (1994) 3018]

Only size extensive theories produce a result and an error that scale as A.



   

Comparison with other manybody techniques.
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Quantum chemistry example (Bartlett et al)



   

Comparison with other manybody techniques

Nuclear Example (Kowalski et al PRL 2004).
MBPT(4) O(n3N4)
CCSD O(n2N4)Nit

CCSD(T) O(n2N4)Nit+O(n3N4)
CISDTQ O(n4N6)Nit



   

Coupledcluster calculation for 16O

Interaction: IdahoA based Gmatrix

Model space: Up to 8 oscillator shells 

Results converged w.r.t size of model 
space

Excited 3 state: 1p1h, about 6MeV to 
high 

Some deficiencies in form factor.

Threenucleon force missing.

M. Wloch et al, Phys. Rev. Lett. 94, 212501 (2005). 



   

CoupledCluster meets benchmarks of 3H and 4He ! 



   

Benchmarking 16O and 40Ca with CoupledCluster



   

CoupledCluster Theory with 3NF

● We have derived and implemented CoupledCluster 
equations for threebody Hamiltonians

● Probe cutoff dependence of interactions with three 
nucleon force in light and medium mass nuclei

● Does 3NF provide the necessary repulsion/attraction 
needed to approach experimental mass values ? 

● “CoupledCluster theory with threebody Hamiltonians” 
G. Hagen et al., PRC 76, 034302 (2007)



   

3NF contribution to the T1 cluster equation



   

3NF from Chiral Perturbation theory



   

CoupledCluster results for 4He with 3NF



   

Different contributions to E(CCSD) from 3NF in 4He



   

Utilize the nuclear total spin symmetry to push further
Potential for ‘ab initio’ in heavy nuclei

●Implemented a CCSD Jcoupled code for heavier nuclei:
● Scaling at CCSD goes from O(no

2nu
4) to O(no

4/3nu
8/3) 

● Can do up to 14 complete major shells on a single node. 
● CCSDT   Gold standard for these heavier nuclei (developing)
● Enables specified calculations for heavy nuclei
● The large model spaces mean that we can do BARE interactions!

● Is it technically feasible to go further? (YES)
● Does size extensivity work in the nuclear case? (YES)
● Does power counting hold in medium mass nuclei (YES)



   

Speedup of Jcoupled CCSD code for 40Ca as compared 
to mscheme CCSD code 



   

CONVERGED 16O, 40Ca, 48Ca and 48Ni CCSD ground 
state energies with N3LO !!



   

16O, 40Ca, 48Ca and 48Ni CCSD ground state densities 



   

Charge and matter radii/Summary of results

Charge radii for various nuclei
using N3LO nucleonnucleon

interaction.

~1MeV missing binding energy
for all nuclei: Size Extensivity !



   

Simplicity out of Complexity ! Towards microscopic 
foundation of the shellmodel



   

Summary

● CoupledCluster theory is sizeextensive. Energy scales correctly 
with system size. 

● CC scales polynomial with system size allowing to reach medium 
size and heavier nuclei. 

● By using diagrammatic rules systematic improvements can be easliy 
implemented. CCSD > CCSDT > CCSDTQ

● CC meets fewbody benchmarks. 
● We have implemented CC for threebody Hamiltonians, investigate 

role of 3NF in medium sized nuclei. 
● Taking spherical symmetry into account we have been able to 

reduce dramatically the computational cost. Converged ground 
states of 40Ca, 48Ca 48Ni using a single workstation. 

● CoupledCluster theory is an ideal candidate for extending the ab
initio program to beyond the lightest region of the nuclear chart. 


